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Общая характеристика работы
Актуальность работы
Процессы намагничивания в ферримагнитных спиновых цепочках, состоя-
щих из двух сортов спинов (S, s), привлекают внимание исследователей из-за
возможности наблюдения эффектов квантования, проявляющихся в виде пла-
то в кривой намагничивания. Согласно теореме Либа-Шульца-Маттиса [1, 2],
необходимым условием для появления плато является соотношение
S˜ −m = integer,
в котором S˜ и m сумма спинов по всем узлам элементарной ячейки и ее на-
магниченность, соответственно. Для ферримагнитных спиновых цепочек это
означает, что имеется плато намагниченности m = S− s в основном состоянии
и плато с более высокими значениями m = S − s+ 1, S − s+ 2, ..., S + s. В ре-
зультате ряда исследований было установлено, что плато основного состояния
имеет квантовую природу, и что для интерпретации поведения намагниченно-
сти удобно ввести представление составных спинов, основанного на картине со-
стояния валентных связей Аффлека-Кенеди-Либа-Тасаки, предложенной для
халдейновских спиновых цепочек [3]. Применительно к ферримагнитной спи-
новой цепочке спинов (S, s) это означает, что система сочетает в себе свойства
антиферромагнетика спина 2s и ферромагнетика спина (S − s) [4].
При изучении магнетокалорического эффекта в одномерных антиферромаг-
нетиках указывалось, что следует ожидать усиления магнетокалорического эф-
фекта вблизи квантовых фазовых переходов в магнитном поле, в частности, на
границах плато намагниченности [5]. Такие предсказания были сделаны для ин-
дуцированных полем переходов в системах с синглетным основным состоянием,
спиновых лестниц и халдейновских спиновых цепочек [6].
На основании тех же физических аргументов, можно ожидать необычного
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поведения магнетокалорического эффекта в (S, s)-ферримагнитных спиновых
цепочках при низких температурах. Включение магнитного поля приводит к
открытию щели в спектре ферромагнитных возбуждений, связанных с (S − s)
ферромагнитной составляющей ферримагнетика. В случае малых полей это
будет сопровождаться увеличением температуры системы в процессе адиаба-
тического намагничивания. Поля большей величины будут вызывать разруше-
ние состояния валентных связей, связанного со спин-2s антиферромагнитной
составляющей ферримагнетика, из-за конденсации локальных триплетных воз-
буждений, что приведет к охлаждению системы. Вблизи точки перехода, со-
ответствующей разрушению плато основного состояния, будет происходить на-
копление энтропии, и, как следствие, ожидается сильный магнетокалорический
эффект, аналогичный найденному в геометрически фрустрированных антифер-
ромагнетиках [7].
В работе [8, 9] при помощи скейлинговой теории квантовых фазовых пе-
реходов было показно, что параметр Грюнайзена и магнетокалорический эф-
фект являются прекрасными инструментами для обнаружения предполагае-
мых квантовых критических точек. Хотя сам квантовый фазовый переход про-
исходит при нулевой температуре при изменении внешнего магнитного поля,
магнитные термодинамические свойства при конечных температурах оказыва-
ются крайне чувствительными к соответствующему изменению поля. В част-
ности, параметр Грюнайзена для магнитных систем
ΓH = −
(dM/dT )H
CH
=
1
T
dT
dH
∣∣∣∣
S
, (1)
где CH – теплоемкость при постоянном магнитном поле H и (dM/dT )H – про-
изводная намагниченности по температуре, обнаруживает характерное измене-
ние знака вблизи квантовой критической точки.
В диссертации магнетокалорический эффект исследуется на примере фер-
римагнитной цепочки (5/2, 1), предложенной ранее в качестве модели для изу-
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Рис. 1. Пространственный вид (а) и схема цепочечной структуры соединения
[Mn(hfac)2BNOR] (б).
чения магнитных свойств металл-органических соединений [Mn(hfac)2BNOR]
(R = H,F, Cl, Br; hfac – гексафторацетилацетат), синтезированных около 10
лет назад группой проф. К. Иноуэ [10, 11]. Ранее было установлено, что соедине-
ния имеют вид длинных зигзагообразных полимерных цепочек, образованных
двухвалентным иономMn2+ и бис-аминоксильными радикалами (Рис. 1). Маг-
нитными моментами обладают ионы Mn2+ (S = 5/2) и фрагмент NO-группы
дирадикалов (S = 1/2). При низких температурах (ниже 4.8 – 5.5 К, в за-
висимости от типа R-иона) наблюдается магнитное упорядочение как внутри
цепочек, так и между ними. Межцепочечное обменное взаимодействие имеет
антиферромагнитный характер для первых двух соединений (H,F ), и являет-
ся ферромагнитным для двух последних (Cl, Br). Однако, и в том и в дру-
гом случае оно на три порядка слабее внутрицепочечного, и при температурах
выше TC (TN) соединения семейства [Mn(hfac)2BNOR], с точки зрения маг-
нитных свойств, являются квазиодномерными. Экспериментально определен
тип внутрицепочечных магнитных взаимодействий [10, 11]: обменное взаимо-
действие между 3d-электронами двухвалентного марганца и 2p-электронами
NO-группы – антиферромагнитное, а магнитные моменты NO-групп одного
дирадикала упорядочены ферромагнитным образом. Сколько-нибудь заметной
5
магнитной анизотропии по данным кривых намагничивания обнаружено не бы-
ло [10].
Рис. 2. Модель цепочки (5/2,1/2,1/2) с двумя типами обмена.
В работе [11] была предложена модель магнитной структуры соединений
семейства [Mn(hfac)2BNOR] выше точки трехмерного упорядочения – ферри-
магнитная спиновая цепочка из тримеров (5/2, 1/2, 1/2) с чередующимся зна-
ком изотропного обменного взаимодействия (Рис. 2). Обмен между спинами
1/2 ферромагнитный (Jf) и значительно превосходит по абсолютной величине
антиферромагнитный обмен (Ja) между спинами 5/2 и 1/2. В этой же работе
указывалось, что для описания термодинамических свойств соединения мож-
но рассматривать спины NO-групп связанными в единый спин S = 1, т. е.
пренебрегать синглетным состоянием этой пары.
Цель диссертационной работы. Целью работы является теоретическое
описание магнитных и термодинамических свойств квантовой ферримагнитной
цепочки (5/2, 1), которая является простейшей спиновой моделью металл-орга-
нических соединений [Mn(hfac)2BNOR] выше точки трехмерного упорядоче-
ния.
Были поставлены следующие задачи:
• Исследовать основное состояние цепочек (5/2, 1) и (5/2, 1/2, 1/2). Рас-
считать энергию и волновую функцию основного состояния. Определить
границы применимости упрощенной модели (5/2, 1).
• Рассчитать спектр элементарных возбуждений ферримагнитных цепочек
(5/2, 1) и (5/2, 1/2, 1/2). Определить температурное поведение магнитной
восприимчивости и теплоемкости.
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• Построить кривую намагничивания ферримагнитной цепочки (5/2, 1).
Проверить, реализуется ли эффект квантования намагниченности.
• Рассчитать магнетокалорический эффект и проверить соотношения скей-
линговой теории для возможных квантовых фазовых переходов.
Научная новизна работы
1. Впервые проведен расчет энергии, намагниченностей подрешеток и кор-
реляционной длины для основного состояния квантовой ферримагнитной
цепочки (5/2, 1/2, 1/2). Определен спектр ее элементарных возбуждений.
2. При помощи модифицированной теории спиновых волн для одномерного
квантового ферримагнетика объяснена температурная зависимость маг-
нитной восприимчивости соединения [Mn(hfac)2BNOR].
3. Проведено обобщение метода матричных произведений на ферримагнит-
ные цепочки, элементарная ячейка которых состоит из трех спинов. Ис-
следована зависимость точности результата от размерности матриц эле-
ментарных ячеек и предложен критерий для ее выбора.
4. Методом точной диагонализации на конечном кластере с выделением цен-
трального узла рассчитан полный спектр цепочки (5/2, 1) в магнитном
поле.
5. Прямым расчетом кривой намагничивания подтверждено существование
”квантовых” плато намагниченности для одномерного квантового ферри-
магнетика (5/2, 1), не возникающих при классическом описании системы.
6. Для квантовой ферримагнитной цепочки (5/2, 1) обнаружена точка кван-
тового фазового перехода при значении поля, разрушающего плато основ-
ного состояния. Проведена оценка величины критического поля и прямы-
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ми численными расчетами показано выполнение скейлинговых соотноше-
ний для ”магнитного” параметра Грюнайзена ΓH .
Практическая ценность работы: проведенные исследования имеют на-
учную и практическую ценность.
Во-первых, большая величина спина блока допускает возможность кванто-
вых аномалий в поведении намагниченности ферримагнитной цепочки, и разра-
ботанный нами метод вычисления полного спектра позволил прямым расчетом
подтвердить их существование, определить критическое поле квантового фазо-
вого перехода и проверить выполнение скейлинговых соотношений. Проведен-
ные расчеты подтверждают представление о квантовом ферримагнетике (S, s)
как о ”составной” системе, проявляющей свойства и ферромагнитной цепочки
S − s и антиферромагнитной цепочки спина 2s.
Во-вторых, апробированный алгоритм расчета спектра цепочки предполага-
ется использовать для объяснения особенностей поведения намагниченности в
сверхсильных импульсных магнитных полях для соединений [Mn(hfac)2BNOR]
(R = H,Cl) ниже точки трехмерного упорядочения. В настоящее время уже
имеется теория [15], объясняющая аномалии магнитной восприимчивости и
очень большое время магнитной релаксации, экспериментально обнаруженные
в этих соединениях [16]. Однако в работе [15] спектр цепочек, взаимодейству-
ющих между собой и с внешним магнитным полем, моделировался с помощью
осцилляторной модели. Информация о полном спектре отдельной цепочки поз-
волит более корректно рассчитать энергию межцепочечного взаимодействия,
кинетические коэффициенты обмена энергией и построить более точную мик-
роскопическую теорию.
В-третьих, на примере квантового ферримагнетика (5/2, 1) был успешно
апробирован метод диагонализации для низкоразмерных квантовых систем с
учетом спиновой SU(2) симметрии, предложенный в работе [17] для двумерных
8
систем.
На защиту выносятся следующие основные результаты и положе-
ния:
1. Обобщение метода матричных произведений и модифицированной тео-
рии спиновых волн на случай ферримагнитной цепочки, состоящей из
трех спинов на элементарную ячейку, и расчет с помощью этих подхо-
дов свойств основного состояния, спектра низколежащих возбуждений и
термодинамических свойств цепочки (5/2, 1/2, 1/2).
2. Подтверждение существования квантовых плато намагниченности на кри-
вой намагничивания цепочки (5/2, 1), предсказываемых теорией Оши-
кавы-Яманаки-Аффлека.
3. Прямой расчет магнетокалорического эффекта: построение изоэнтропий-
ных кривых и расчет магнитного параметра Грюнайзена. Обнаружение
аномалий магнетокалорического эффекта при значении поля Hc, разру-
шающего плато основного состояния.
4. Выполнение скейлинговых соотношений для магнитного параметра Грю-
найзена в области низких температур вблизи Hc, указывающее на суще-
ствование квантового фазового перехода.
Перечисленные положения, выносимые на защиту, определяют научную но-
визну выполненных в рамках работы над диссертацией исследований.
Апробация. Результаты диссертации представлялись и докладывались на
следующих конференциях и семинарах: 33 Всероссийском совещании по физи-
ке низких температур НТ-33 (г. Екатеринбург, 2003 г.), Международной конфе-
ренции LDM-2003 (г. Флоренция, Италия, 2003 г.), V, VI Региональной Школе-
Конференции для студентов, аспирантов и молодых ученых по математике и
физике (г. Уфа, 2005, 2006 гг.), II летней научной школе фонда ”Династия”
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(Москва, 2005 г.), ХXХI Международной зимней школе физиков-теоретиков
”Коуровка” (г. Кыштым, 2006 г.), научно-исследовательской стажировке мо-
лодых ученых ”Современные информационные и компьютерные технологии в
инженерно-научных исследованиях” (г. Уфа, 2006 г.), Международной конфе-
ренции Eastmag-2007 (г. Казань, 2007 г.), ХXХII Международной зимней школе
физиков-теоретиков ”Коуровка” (Зеленый Мыс, 2008 г.).
Публикации. Основные результаты диссертации полностью изложены в
десяти статьях и тезисах международных конференций, включая 5 статей в
ведущих отечественных и зарубежных журналах. Полный список работ приво-
дится в конце автореферата.
Структура и объем диссертации. Диссертационная работа состоит из
введения, шести глав, заключения, списка цитируемой литературы и насчиты-
вает 140 страниц, включая 26 рисунков, 5 таблиц и 168 библиографических
ссылок.
Содержание работы
Во Введении дается краткий обзор литературы, обосновывается актуаль-
ность и практическая значимость темы диссертации, формулируется цель ис-
следования.
В первой главе приводится обзор работ, которые дают представление об
истории становления и современном состоянии теории квантовых одномерных
ферримагнетиков. Подробно рассматривается вопрос об условиях существова-
ния квантовых плато намагниченности на кривой намагничивания ферримаг-
нитных цепочек. Приведен обзор работ, в которых обсуждается возможность
обнаружения квантовых критических точек по аномалиям магнетокалориче-
ского эффекта, и предсказывается характер поведения магнитного параметра
Грюнайзена вблизи таких точек.
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Остальная часть главы посвящена обзору современных аналитических и
численных методов, используемых для расчета свойств квантовых спиновых
цепочек: квантовый метод Монте-Карло, методы ренорм-группы матрицы плот-
ности и матричных произведений, метод точной диагонализации.
Во второй главе излагается способ и результаты вычислений энергии,
намагниченностей подрешеток, корреляционной длины в основном состоянии
ферримагнитной цепочки (5/2, 1/2, 1/2) с помощью метода матричных произ-
ведений [18].
В гамильтониане цепочки
Hˆ = Ja
∑
n
~S1n~S2n + Jf
∑
n
~S2n~S3n +
Ja
2
(∑
n
~S3n~S1n+1 +
∑
n
~S3n−1~S1n
)
(2)
первые два слагаемых представляют внутриблочное обменное взаимодействие,
последнее – взаимодействие с соседними блоками (обозначение спинов соответ-
ствуют Рис. 2). Перед построением матриц цепочки была проведена процеду-
ра диагонализации блочного гамильтониана: рассчитан спектр энергии триме-
ров и собственные функции в базисе полного спина как функции отношения
δ = |Jf |/Ja.
В формализме метода матричных произведений состояние цепочки из N
блоков с периодическими граничными условиями описывается функцией
|Ω〉 = Tr (gˆ1gˆ2...gˆN) . (3)
Элементарные матрицы блоков gˆi строятся из волновых функций тримера
и некоторых тензорных матричных констант Xˆkq:
gˆ
3
2
3
2 =
∑
kλ
Ckλ3
2
∑
qµ

 k λ 32
q µ 32

 Xˆkq ∣∣∣∣
(
5
2
1
2
1
2
)
λµ
〉
, (4)
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где [...] – коэффициенты Клебша-Гордана группы вращений, Ckλ3
2
– вариаци-
онные параметры. Размерность элементарных матриц определяется размерно-
стью выбранных тензорных констант. Авторы оригинального метода использо-
вали тензорные константы порядков k = 0 и k = 1 (4 матрицы размерностью
2× 2). Можно убедиться, что в этом случае при построении gˆ
3
2
3
2 будут учтены
только функции основного и первого возбужденного состояний тримера; вари-
ационных параметров будет три: C
0 3
2
3
2
≡ u, C
1 3
2
3
2
≡ v, C
1 5
2
3
2
≡ w (из них 2 неза-
висимых). Использование векторных констант размерностью 3 × 3 позволяет
учесть вклад всех уровней блока, но при этом число вариационных параметров
возрастает до 6 (5 независимых). Мы провели расчет на матрицах обоих типов,
сравнили и объяснили результаты.
Энергия в расчете на блок записывается следующим образом:
E3/2
N
=
Tr
(((
gˆ
3
2
3
2
1
)†
⊗
((
Ja
(
~S1 · ~S2
)
+ Jf
(
~S2 · ~S3
))
gˆ
3
2
3
2
1
))
GˆN−11
)
Tr
(
GˆN1
)
+ Ja
Tr
(((
gˆ
3
2
3
2
1
)†
⊗
(
~S3gˆ
3
2
3
2
1
))((
gˆ
3
2
3
2
2
)†
⊗
(
~S1gˆ
3
2
3
2
2
))
GˆN−21
)
Tr
(
GˆN1
) , (5)
где Gˆ =
(
gˆ
3
2
3
2
)†
⊗ gˆ
3
2
3
2 – трансфер-матрица блока, знак ⊗ означает прямое
произведение матриц. Это выражение является функцией вариационных пара-
метров. Ее минимальное значение в пределе N → ∞ дает энергию основного
состояния, а значения параметров, при которых оно достигается, определяют
собственную функцию основного состояния. Численная минимизация проводи-
лась симплекс-методом.
Результат для энергии основного состояния при различных отношениях об-
менных интегралов приведен на Рис. 3(а) (базис 2× 2)
Как видно из графика, энергия в расчете на блок меняется от значения
−7.0 Ja, которое соответствует невзаимодействующим блокам, до величины−5.805 Ja,
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Рис. 3. Энергия основного состояния на блок как функция отношения |Jf |/Ja (а); энергия
нижней оптической ветви спектра цепочек различной длины при k = 0 (метод MPM) (б).
причем это значение практически постоянно для |Jf |/Ja > 10. Расчет на матри-
цах 3×3 дает для предельного значения несколько меньшую величину−5.914 Ja,
что ближе к значению, полученному методом цепных дробей (−5.913 Ja) [19].
Формализм метода матричных произведений позволяет провести расчет на-
блюдаемых: средних значений намагниченности подрешеток
〈Szi 〉 =
Tr
((
gˆ
3
2
3
2
1
)†
⊗
(
Szi gˆ
3
2
3
2
1
)
GˆN−11
)
Tr
(
GˆN1
) , i = 1, 2, 3 (6)
и спиновых корреляционных функций
〈
Sz1iS
z
nj
〉
=
Tr
((
gˆ
3
2
3
2
1
)†
⊗
(
Szi gˆ
3
2
3
2
1
)
Gˆn−21
(
gˆ
3
2
3
2
n
)†
⊗
(
Szj gˆ
3
2
3
2
n
)
GˆN−n1
)
Tr
(
GˆN1
) . (7)
Графики для средних намагниченностей подрешеток представлены на Рис.
4. Предельные значения при Jf →∞ равны 〈S
z
1〉 = 2.26, 〈S
z
2〉 = 〈S
z
3〉 = −0.38.
Асимптотическое поведение корреляционной функции при n→∞
〈
Sz1iS
z
nj
〉
= a+ b exp
(
−
n
ξ
)
, (8)
для корреляционной длины ξ было получено значение 0.336.
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Рис. 4. Поведение намагниченности подрешеток в зависимости от отношения δ = |Jf |/Ja
По результатам расчетов главы 2 были сделаны следующие выводы: опти-
мальным размером для матриц блоков будет тот минимальный размер, при ко-
тором будут учтены все состояния блока; упрощенной моделью (5/2, 1) можно
пользоваться при отношении δ = |Jf |/Ja > 10; основное состояние квантовой
цепочки (5/2, 1/2, 1/2) характеризуется сильными квантовыми флуктуациями,
значительно сокращающими среднюю величину намагниченности подрешеток,
и крайне малой корреляционной длиной.
Отметим, что спин-волновой расчет средней энергии основного состояния
и намагниченностей подрешеток для модели (5/2, 1) (〈Sz1〉 = 2.269, 〈S
z
2〉 =
−0.769) хорошо согласуется со значениями, полученными методом матричных
произведений.
В третьей главе приводится способ и результаты расчета спектра возбуж-
дений двумя различными методами: матричных произведений и модифициро-
ванных спиновых волн. С помощью последней теории определяются магнитная
восприимчивость и теплоемкость.
Спин-волновой расчет проводился для цепочки (5/2, 1/2, 1/2). Были получе-
ны три ветви спектра: бесщелевая акустическая ветвь возбуждений над ферри-
магнитным основным состоянием с намагниченностьюM =
∑n
i=1 (S
z
1i + S
z
2i + S
z
3i) =
3/2N−1, нижняя оптическая мода, соответствующая полной намагниченности
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M = 3/2N + 1, и верхняя с M = 3/2N + 2.
Энергия нижней оптической ветви спектра считалась также и методом мат-
ричных произведений по методике, предложенной в работе Колежука и др. [20].
Пробная волновая функция оптических магнонов c импульсом k выбиралась в
виде
|k〉 =
∑
n
eikn |n〉 , |n〉 = Tr {g1...gn−1g˜ngn+1...gL} . (9)
Матрицы gˆ совпадают с элементарными матрицами основного состояния, а
g˜ имеет квантовые числа (52
5
2).
В функционале энергии явно выделяется слагаемое N Egs, пропорциональ-
ное числу N блоков в цепочке, и энергия возбуждений ω(k) :
E = NEgs + ω (k) , Egs = lim
N→∞
〈k|H(1)|k〉
〈k|k〉
, ω (k) = lim
N→∞
〈k|H(0)|k〉
〈k|k〉
. (10)
Индексы (1) и (0) обозначают члены, пропорциональные N1 и N0 соответ-
ственно. Расчет проводился на матрицах размерностей 2× 2 и 3× 3.
На Рис. 3(б) приведены данные расчета энергии цепочек различной длины
для k = 0. Хорошо видно, что линейная зависимость (10) действительно вы-
полняется. На вставке приведены результаты обработки методом наименьших
квадратов. Величина оптической щели оказалась равной 3.79J , что прекрасно
совпадает с результатом (3.7939 J), полученным методом цепных дробей [19].
Температурная зависимость магнитной восприимчивости соединения
[Mn(hfac)2BNOR] (Рис. 5) рассчитывалась с помощью модифицированной
теории спиновых волн. Показано, что отношение |Jf |/Ja для обменных инте-
гралов внутри цепочки не меняет профиль восприимчивости до максимально
достижимых температур эксперимента (порядка 350К).
В четвертой главе описывается расчет спектра цепочки (5/2, 1) с помо-
щью одномерного варианта метода точной диагонализации на конечном кла-
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Рис. 5. Температурная зависимость восприимчивости в нулевом поле. () – эксперимен-
тальные данные, (◦) – Jf = −2321K, δ =
|Jf |
Ja
= 2.00; (△) – Jf = −696K, δ = 1; (×) –
Jf = −23K, δ = 0.02 – результаты модифицированной спин-волновой теории
стере с выделением центрального спина, предложенного в работе [17] для дву-
мерного антиферромагнетика. Рассматривается цепочка длиной 9 узлов: цен-
тральный узел S0 = 1 и по 4 узла в его окружении справа и слева. Сначала
гамильтонианы правой и левой частей диагонализуются на функциях полно-
го спина Sl (Sr) четырех узлов, а затем, по формулам сложения моментов,
образуется базис функций полного спина окружения (Su). На втором этапе
строится и диагонализуется матрица оператора взаимодействия центрального
узла с окружением. Средняя энергия на связь εiS расчитывается через веса
базисных функций α, энергию полного кластера EiS, энергии левой и правой
частей (EilSl, EirSr) по формуле
εiS =
1
2

EiS − ∑
il,Sl,ir,Sr,Su
∣∣αiSilSlirSr;Su∣∣2 (EilSl +EirSr)

 . (11)
Наблюдаемые намагниченности подрешеток вычисляются как квантовомехани-
ческие средние для центрального узла 〈iSM |Sz0 | iSM〉 и его ближайших сосе-
дей 〈iSM |Sz1 | iSM〉 (S1 =
5
2
) на волновых функциях полной цепочки. Посколь-
ку корреляционная длина мала, а размер кластера достаточно большой, это
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позволяет значительно уменьшить влияние краевых эффектов. Благодаря уче-
ту SU(2) - симметрии, матрица гамильтониана взаимодействия центрального
узла с его окружением разбивается на сектора, соответствующие разным значе-
ниям спина, которые могут быть диагонализованы независимо. Это позволяет
найти спектр цепочки εiS полностью, не пренебрегая никакими состояниями.
Полученный нами спектр будет достаточно хорошим приближением к низшим
и центральным значениям энергии связи для бесконечной цепочки.
В пятой главе решается проблема построения кривой намагничивания с
помощью спектра εiS, полученного в предыдущей главе, и определяеется кри-
тическое поле Hc, разрушающее плато основного состояния. Подобная задача
решалась ранее методом дискретного континуального интегрирования (DPIR)
[19]. В результате для низких температур получается ступенчатая кривая, пред-
ставленная на графике 6(б), которая подтверждает основной результат работы
[2].
Стандартный способ изучения процесса намагниченности при T = 0 – опре-
делить E(N,M) как наинизшую энергию гамильтониана ферримагнитной це-
почки в подпространстве с фиксированным значением полной намагниченно-
сти
∑
j
(
Szj + s
z
j
)
= M для конечной системы из N элементарных блоков (S,s).
Тогда намагниченнсть на блок m выводится из условия
m =
M
N
: M = max [M |E(N,M + 1)−E(N,M) > H] ,
что даст, в свою очередь, ступенчатую кривую. К сожалению, метод точной
диагонализации страдает от сильных конечномерных эффектов, что при рас-
чете магнитной термодинамики проявляется как ”колебания” изоэнтропийных
кривых в низкотемпературном режиме и затрудняет исследование магнетока-
лорического эффекта. Чтобы избежать этой трудности и получить сглаженные
кривые намагничивания при T = 0, аппроксимирующие результат термодина-
мического предела, метод точной диагонализации обычно комбинируют с скей-
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Рис. 6. (а) Схема построения кривой намагничивания при T = 0; (б) Кривая намагничи-
вания ферримагнитной цепочки (5/2, 1) при T = 0, восстановленая по спектру системы из
N = 9 узлов. Скачок намагниченности при критическом поле Hc = 3.04 J отмечен стрелкой.
Результат DPIR расчета для низких температур (T = 0.001 J) показан для сравнения.
линговым анализом, основанным на конформной теории поля [21].
В предложенном в диссертации подходе намагниченность на блок при T = 0
рассчитывается следующим образом.
Определяем наинизшие по энергии кластерные уровни Emin(S) − SH для
каждого значения S как функции приложенного внешнего магнитного поля,
и строим огибающую для семейства этих кривых (Рис. 6(a) ). Для кластера
из 9 узлов имеется 10 отрезков огибающей, соответствующих изменениям спи-
на △S = 1 в точках (показаны стрелками), где магнитное поле определяется
соотношением
Hclust(S) = Emin(S)− Emin(S − 1), S = 6, . . .15. (12)
Учитывая, что намагниченность на блок в состоянии |iSM〉 определяется со-
отношением
〈SB〉iSM = 〈S
z
0〉iSM + 〈S
z
1〉iSM , (13)
для каждого участка огибающей находим намагниченностьmmin(H) и энергию
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εminS блока согласно выражениям (13) и (11), соответственно. При T = 0 поведе-
ниеmmin(H) обнаруживает ступенчатый характер (Рис.6(б)). Заметный скачок
mmin(H) возникает при смене наинизших зеемановских уровней, имеющих зна-
чения спина кластера S = 10 и S = 11. Предыдущие скачки намагниченности,
соответствующие изменению полного спина кластера от 5 до 10, оказывают-
ся сильно подавленными, из чего можно сделать вывод, что они вносят вклад
в плато основного состояния с m = 3/2. При этом следует учитывать, что
значения магнитного поля H, определяются спектром конечного кластера и
необходимо изменить масштаб значений поля, чтобы воспроизвести кривую на-
магничивания бесконечной системы и оценить критическое поле Hc. Для этого
можно использовать соотношение ε′(m) = H, из которого следует, что намаг-
ниченность претерпевает скачки при значениях
Hjump(S) =
εminS − ε
min
S−1
mminS −m
min
S−1
. (14)
Используя численные данные для перехода между состояниями со спинами 9
и 10, получаем Hjump(10) = 3.0407 J , и масштабируем все значения магнит-
ных полей к этой величине. Как следствие, для критического поля получается
значение Hc = Hjump(11) ≈ 3.43 J (вместо Hclust(11) = 4.85 J). Этот резуль-
тат следует сравнить с предсказаниями спин-волновой теории 3.0 J и метода
матричных произведений 3.79 J .
При конечной температуре намагниченность на блок рассчитывается как
m = −∂F/∂H, где F = −T lnZ есть свободная энергия. Статистическая сумма
блока Z(T,H) =
∑
iSM exp [−εiSM(H)/T ] вычисляется с помощью значений
энергии
εiSM(H) = εiS −H 〈SB〉iSM .
Шестая глава посвящена исследованию магнетокалорического эффекта.
В работах [8, 9], основываясь на аргументах скейлинг-анализа, было предска-
зано, что магнетокалорический эффект очень удобен для изучения квантового
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Рис. 7. Кривые постоянной энтропии для ферримагнитной цепочки (5/2,1) в большом (a) и
малом (б) масштабах. Значения энтропии на блок S/N , измеренные в единицах kB, отмечены
числами на конце каждой линии. Наклон вблизи предполагаемой квантовой критической
точки показан стрелкой.
критичеcкого поведения, поскольку, в отличие, например, от теплоемкости, ве-
дет себя более сингулярным образом вблизи точки квантового фазового пере-
хода (КФП), и поэтому его можно использовать для поиска таких точек.
В частности, магнитный параметр Грюнайзена ΓH
ΓH = −
(dM/dT )H
CH
=
1
T
dT
dH
∣∣∣∣
S
, (15)
где CH – теплоемкость в постоянном магнитном поле, расходится, когда T стре-
мится к нулю для любого квантового фазового перехода, управляемого внеш-
ним полем, и по его поведению можно определить критические показатели,
характеризующие КФП. Расходимость ΓH ∼ T
−β определяется β = 1/νz, где
ν – критический показатель корреляционной длины ξ ∝ |r|ν и z – динамиче-
ский критический показатель, описывающий расходимость времени корреля-
ции τc ∝ ξ
z [22]. Контролируемый параметр r = (H − Hc)/Hc представляет
собой расстояние до квантовой критической точки (ККТ). Другим индикато-
ром ККТ является смена знака параметра Грюнайзена на фазовой диаграм-
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Рис. 8. Магнетокалорический эффект вблизи критического поля Hc при изменении темпера-
туры в области низких температур и при постоянном значении контролируемого параметра
r: ±0.66×10−3 (©),±1.76×10−3 (△),±2.76×10−3() (a); ”log-log” график ΓH от температуры
в квантовом критическом режиме r = 0 (б).
ме (T,H) в области конечных температур. Накопление энтропии происходит
вблизи ККТ, поскольку непосредственно над этой точкой система находится
в состоянии фрустрации, выбора между двумя равновозможными основны-
ми состояниями. Результаты скейлинг-анализа предсказывают для параметра
Грюнайзена расходимость от обратного значения контролируемого параметра
ΓH = −Gr/(H−Hc), когда T → 0. Множитель Gr ≤ 0 является универсальным
и определяется только критическими индексами
Gr = −
ν
(
y±0 z − d
)
y±0
, (16)
где d – размерность, y+0 и y
−
0 связаны с низко-температурным поведением теп-
лоемкости CH ∼ T
y±
0 справа и слева от точки КФП соответственно.
Кривые адиабатического намагничивания для квантовой ферримагнитной
цепочки (5/2,1) могут быть рассчитаны либо прямым численным решением
уравнения S(H, T ) = const, либо численным интегрированием дифференци-
ально соотношения
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dT
dH
∣∣∣∣
S
= −T
(dM/dT )H
CH
. (17)
Далее используется первый способ, поскольку он более устойчив при малых
полях и температурах.
Результат, представленный на Рис. 7, демонстрирует, что изоэнтропийные
кривые слегка изогнуты вниз вблизи точки H = Hc с заметным минимумом.
Как отмечено выше, такое поведение происходит в системах, где ”ландшафт”
изоэнтропийных кривых при конечных температурах определяется находящим-
ся внизу квантовым фазовым переходом. В отличие от расчетов методом стан-
дартной точной диагонализации (см., например, работу [23]), краевые эффекты
(”wigglings”) сильно подавлены при низких полях и заметны лишь при H > Hc.
Отсутствие заметных колебаний может служить рабочим критерием для отбо-
ра изоэнтропийных кривых при анализе квантовой критичности.
В остальной части главы рассматривается вопрос, согласуются ли предска-
зания скейлинговой теории с приведенными расчетами. Изменение ΓH(T ) при
постоянном магнитном поле обнаруживает расходимость вплоть до наинизших
достижимых температур с очень большими значениями ΓH (Рис. 8(a)).
Следует особо отметить, что такая же расходимость в температурном пове-
дении ΓH была найдена для хорошо известной системы с квантовым фазовым
переходом – изинговской цепочки в поперечном поле [22]. Кривые оказывются
симметричными относительно инверсии r → −r, изменение знака ΓH происхо-
дит при r = 0. Из графика ”log-log” для зависимости ΓH(T ) от температуры
(Рис. 8(б)) находим ΓH ∝ T
−β с показателем β ∼ 3.734, что дает критиче-
ский показатель νz ∼ 0.27, определяющий квантовый критический режим,
T ∼ |r|νz , на фазовой диаграмме квантового фазового перехода.
Указанная расходимость в сочетании с изменением знака ΓH найдена также
при изменении поля вдоль изоэнтропийной линии (Рис. 9(б)). Отметим, что в
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Рис. 9. (а) Магнетокалорический эффект вблизи критического поля Hc как функция кон-
тролируемого параметра r. Значение энтропии на блок показано стрелкой на конце каждой
линии. (б) Зависимость обратной от ΓH как функции r. Направление изменения энтропии от
0.70kB до 0.78kB с шагом 0.02 kB показано стрелками. Данные кривой S = 0.70kB подогнаны
с помощью линии 3.5785(H −Hc)− 0.0004 (пунктирная линия).
этом расчете удобнее контролировать значение энтропии, двигаясь вдоль изо-
энтропийной кривой вблизи ККТ. Скейлинговый закон ΓH ∼ −Gr/(H − Hc)
хорошо виден на графике для обратной величины от ΓH как функции парамет-
ра r (Рис. 9).
В Заключении сформулированы основные результаты, полученные в дис-
сертационной работе:
1. Дано обобщение метода диагонализации на конечных кластерах, основан-
ного на технике ренорм-группы в реальном пространстве, применительно
к квантовой ферримагнитной цепочке (5/2, 1). Метод позволяет находить
оценки наблюдаемых в термодинамическом пределе, используя состояния
конечного кластера.
2. С помощью упомянутого выше метода построена кривая намагничивания
при низких температурах, обнаруживающая плато основного состояния.
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3. Исследован магнетокалорический эффект и обнаружено его аномальное
поведение вблизи критического магнитного поля, разрушающего плато
основного состояния.
4. В полном согласии с предсказаниями скейлинговой теории, обнаружены
характерные признаки индуцированного полем квантового фазового пе-
рехода: магнитный параметр Грюнайзена ΓH (а) меняет знак при изме-
нении магнитного поля и (б) обнаруживает степенную расходимость с
уменьшением температуры.
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